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ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Αρκετοί ερευνητές έχουν επισημάνει πως -  για την βαθύτερη κατανόηση της 
έννοιας της συνάρτησης -  οι μαθητές πρέπει να μπορούν να μεταβαίνουν από 
μία οποιαδήποτε των τριών βασικών παραστάσεών της (αλγεβρική, γραφική 
και πίνακα τιμών) στις άλλες δύο. Εν τούτοις, στην δευτεροβάθμια εκπαίδευση 
διδάσκεται μόνο ο «κλασσικός μονόδρομος» από την αλγεβρική μορφή στον 
πίνακα τιμών και από εκεί στην γραφική παράσταση -  ενώ στην μετάβαση από 
την γραφική παράσταση και τον πίνακα τιμών στην αλγεβρική μορφή δεν δί­
νεται έμφαση. Στην εργασία αυτή παρουσιάζονται οι βασικές ιδέες για την με­
τάβαση από την γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης στην αλ­
γεβρική της μορφή -  μετάβαση που απαιτεί ειδική ανάλυση -  ενώ γίνεται σύ­
ντομη αναφορά για την τεχνική της μετάβασης από τον πίνακα τιμών στην αλ­
γεβρική μορφή. Έτσι ολοκληρώνεται το μοντέλο TRM των Schwarz, Dreyfus & 
Bruckheimer που υλοποιήσαμε με την χρήση του προγράμματος υπολογιστικής 
άλγεβρας TI-Nspire CAS.

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: Πολυωνυμικές συναρτήσεις, Γραφική παράσταση, Α λγεβρι­
κή παράσταση, Υπολογιστική άλγεβρα

ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Το πρόβλημα της διδασκαλίας της ισοδυναμίας των διαφορετικών μορφών 

μιας πολυωνυμικής συνάρτησης (συμβολικής ή αλγεβρικής, γραφικής και πί­
νακα τιμών) στην δευτεροβάθμια εκπαίδευση με την βοήθεια της τεχνολογίας 
(Ράπτης, Α. - Ράπτη, Α. 2006) έχει μελετηθεί από αρκετούς συγγραφείς (Borba 
& Confrey 1996, Elia et al. 2006, Even 1998, Gagatsis & Shiakalli 2004, Harvey 
et al. 1995, Hitt 1998, Kutzler 2008, Ruthven 1990, Schwarz et al. 1990).

Οι Schwarz et al. (1990) ανέπτυξαν ένα μοντέλο τριπλής παράστασης 
(Triple Representation Model ή TRM) που επιτρέπει στους μαθητές την μετάβα­
ση από ορισμένες παραστάσεις σε ορισμένες άλλες -  όπως δείχνουν στο Σχήμα 
1 τα μη διακεκομμένα βέλη.

Στην εργασία αυτή υλοποιήσαμε και ολοκληρώσαμε το μοντέλο TRM των 
Schwarz et al. (1990) χρησιμοποιώντας ένα από τα προϊόντα της οικογένειας 
TI-Nspire CAS (Κελεπέση, 2008). Με το μοντέλο αυτό είναι δυνατή η μετάβα­
ση από μία οποιαδήποτε των τριών βασικών παραστάσεων (αλγεβρική, γραφι­
κή και πίνακα τιμών) μιας πολυωνυμικής συνάρτησης στις άλλες δύο. Συγκε­
κριμένα, η μετάβαση από τον πίνακα τιμών στην αλγεβρική μορφή επιτυγχά­
νεται για πολυώνυμα μέχρι και τετάρτου βαθμού.
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Σχήμα 1: Τα διακεκομμένα βέλη ολοκληρώνουν το μοντέλο των Schwarz et al:
Α= αλγεβρική μορφή, Γ  = γραφική παράσταση, Τ= πίνακας τιμών

Στο άρθρο αυτό εξηγούμε τις βασικές ιδέες που συνδέουν την γραφική πα­
ράσταση με την συμβολική μορφή μιας πολυωνυμικής συνάρτησης δευτέρου 
βαθμού και παρουσιάζουμε τα σχέδια για την μελλοντική έρευνα.

ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΙΔΕΕΣ ΠΟΥ ΣΥΝΔΕΟΥΝ ΤΗΝ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 
ΜΙΑΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΜΕ ΤΗΝ ΣΥΜΒΟΛΙΚΗ ΤΗΣ 
ΜΟΡΦΗ

Κατά κοινή παραδοχή των ερευνητών η μετάβαση από την γραφική παρά­
σταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης στην αλγεβρική της μορφή είναι κατά 
πολύ δυσκολότερη από την αντίστροφη. Στην γενική περίπτωση τυχαίας πολυ­
ωνυμικής συνάρτησης -  βαθμού n > 2 -  η μετάβαση από την γραφική παρά­
σταση στην αλγεβρική μορφή επιτυγχάνεται μόνο αν ξέρουμε εκ των προτέρων 
πως οι ρίζες του πολυωνύμου είναι όλες πραγματικές -  και άρα τέμνουν τον 
άξονα των x.

Στην εργασία αυτή περιοριζόμαστε σε πολυωνυμικές συναρτήσεις δευτέ­
ρου βαθμού. Η μετάβαση από την γραφική παράσταση μιας παραβολής -  που 
τέμνει τον άξονα των x ή εφάπτεται σε αυτόν -  στην αλγεβρική της μορφή επι­
τυγχάνεται με την βοήθεια του γεγονότος ότι η παραβολή αυτή προέρχεται 
από το γινόμενο δύο γραμμικών συναρτήσεων την αλγεβρική μορφή των οποί­
ων μπορούμε να βρούμε από την γραφική τους παράσταση.
Από το γινόμενο δύο γραμμικών συναρτήσεων προκύπτει μία παραβολή

Ξεκινάμε με τις την γραφικές παραστάσεις των ευθειών y = αχ+β και y = 
α'(χ-γ'), στο ίδιο σύστημα αξόνων και, με την βοήθεια του TI-Nspire CAS, σχε­
διάζουμε την γραφική παράσταση της δευτεροβάθμιας συνάρτησης που προ­
κύπτει από το γινόμενο των δυο γραμμικών συναρτήσεων.

Συγκρίνοντας τις δύο ευθείες με την παραβολή βλέπουμε πως τα σημεία το­
μής της παραβολής με τον άξονα των x είναι τα ίδια με αυτά των δύο ευθειών

θ
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-  από το γινόμενο των οποίων προήλθε. Επίσης, και το πιο σημαντικό, βλέπου­
με πως η τεταγμένη του σημείου που η παραβολή τέμνει τον άξονα των y είναι 
το γινόμενο των τεταγμένων των σημείων που οι δυο ευθείες τέμνουν τον άξο­
να των y. Αυτό γενικεύεται για όλες τις όλες τις τεταγμένες των σημείων της πα­
ραβολής.

Συνεπώς, τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των ευθειών και 
της παραβολής με τους άξονες των x και y, μπορούν να χρησιμοποιηθούν σαν 
σύνδεσμοι ανάμεσα στις διαφορετικές τάξεις των πολυωνυμικών συναρτήσε­
ων.
Ανάλυση παραβολής σε γινόμενο δύο γραμμικών συναρτήσεων

Η δεύτερη βασική ιδέα είναι να εργαστούμε στην αντίστροφη κατεύθυνση, 
δηλαδή ξεκινώντας από μία παραβολή -  που τέμνει τον άξονα των x ή εφάπτε­
ται σε αυτόν -  να βρούμε τις ευθείες από το γινόμενο των οποίων αυτή προήλ­
θε.

Αυτό είναι ισοδύναμο με την παραγοντοποίηση μιας δευτεροβάθμιας συν­
άρτησης σε γινόμενο γραμμικών παραγόντων. Η ισοδύναμη δραστηριότητα 
στην γραφική παράσταση είναι η αποσύνθεση της παραβολής στις ευθείες από 
τις οποίες προήλθε -  δηλαδή η παραγοντοποίηση γίνεται με ένα οπτικοποιημέ- 
νο τρόπο.

Επισημαίνουμε πως η επιλογή των ευθειών (γραμμικών πολυωνυμικών συ­
ναρτήσεων) -  από το γινόμενο των οποίων προκύπτει η παραβολή -  δεν είναι 
μοναδική.Για παράδειγμα, x2+2x-8 = (x-2)'(x+4) = (2x-4)'(0,5x+2) = .... Οι ακέ­
ραιοι συντελεστές μπορούν να διασπαστούν και να δώσουν ένα άπειρο αριθμό 
ευθειών.

Οι μόνοι περιορισμοί για τις ευθείες είναι: (α) το γινόμενο των τεταγμένων 
τους στα σημεία που τέμνουν τον άξονα των y να είναι ίσο με την τεταγμένη της 
παραβολής στο σημείο που η παραβολή τέμνει τον άξονα των y και (β) τα ση­
μεία τομής των ευθειών με τον άξονα των x και της παραβολής να είναι τα ίδια.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ
Η υλοποίηση του μοντέλου τριπλής παράστασης, TRM, με το σύστημα υπο­

λογιστικής άλγεβρας TI-Nspire CAS ανοίγει νέους ορίζοντες. Η δυνατότητα 
ταυτόχρονης έκφρασης ενός προβλήματος σε τρεις διαφορετικές μορφές είναι 
μία πρωτόγνωρη εμπειρία, η δε ευκολία μετάβασης από μία παράσταση σε άλ­
λη είναι αξιοσημείωτη.

Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις έχουμε ετοιμάσει ερωτήσεις και στην 
επόμενη σχολική χρονιά (2008-2009) σκοπεύουμε να κάνουμε ποιοτική έρευνα 
σε μαθητές Γυμνασίου και Λυκείου στην Ελλάδα.

ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ
Ευχαριστώ τον επιβλέποντα καθηγητή μου κ. Αριστοτέλη Ράπτη και την 
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