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Περίληψη 
Το άρθρο αυτό εστιάζει στην παρουσίαση µίας έρευνας που µελέτησε τους ίδιους 
µαθητές σε δύο διαδοχικές φάσεις (Α’, Β’ Γυµνασίου) κατά την εµπλοκή τους σε δύο 
παρεµφερείς δραστηριότητες κατασκευής δυναµικών σχηµάτων µε υπολογιστικά 
εργαλεία. Αντικείµενο της έρευνας αποτέλεσαν οι στρατηγικές κατασκευής που 
ανέπτυξαν οι µαθητές όπως αυτές εµφανίστηκαν στα πλαίσια των διαφορετικών 
εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων και οι παράγοντες – τα εναύσµατα µετάβασης 
– που φάνηκε να υποστηρίζουν αυτή την εξέλιξη. Η συγκριτική ανάλυση των δε-
δοµένων ανέδειξε το ρόλο των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών του υπολογιστικού 
περιβάλλοντος αλλά και της εκπαιδευτικής δραστηριότητας. 

Λέξεις Κλειδιά
Έναυσµα µετάβασης, πολλαπλασιαστική στρατηγική, αυξοµείωση, γλώσσα προγραµ-
µατισµού. 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Στο επίκεντρο της παρούσας έρευνας βρίσκεται η µελέτη των διαδικασιών µε-
τάβασης στην πολλαπλασιαστική στρατηγική, όπως εµφανίζεται σε διαδικα-
σίες κατασκευής και αυξοµείωσης γεωµετρικών σχηµάτων από τους µαθητές 
ενός γυµνασίου κατά τη διάρκεια συγκεκριµένων χρονικών διαστηµάτων σε 
δύο διαδοχικά σχολικά έτη. Με τον όρο αυξοµείωση αναφερόµαστε στη δυ-
νατότητα µεγέθυνσης-σµίκρυνσης δυναµικά µεταβαλλόµενων γεωµετρικών 
σχηµάτων, η κατασκευή των οποίων βασίζεται σε σχέσεις αναλογίας µεταξύ 
µεταβλητών µεγεθών τους που µπορεί να εκφραστούν στη µορφή Υ = mX 
(Karplus et al., 1983). Οι µαθητές εργάστηκαν σε οµάδες χρησιµοποιώντας 
υπολογιστικά εργαλεία συµβολικής –µέσω προγραµµατιστικής γλώσσας- και 
γραφικής αναπαράστασης, έχοντας παράλληλα δυνατότητα χειρισµού των 
µεταβλητών µεγεθών των γεωµετρικών κατασκευών. Η θεωρητική αφετηρία 
της παρούσας έρευνας εκκινεί από την άποψη ότι η συγκρότηση των εννοιών, 
άρα και οι απαιτούµενες γνωστικές δεξιότητες του ατόµου, διαµεσολαβούνται 
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από τη χρήση συµβόλων και εργαλείων, που µε τη σειρά τους διαµορφώνουν 
τη δόµηση και την έκφραση νοηµάτων ( Vygotsky, 1978). Στο χώρο της διδα-
κτικής των µαθηµατικών οι δυνατότητες της υπολογιστικής τεχνολογίας στη 
δηµιουργία εργαλείων συµβολικής έκφρασης, έχουν αποτελέσει τη βάση για 
την εξέταση υπό νέο πρίσµα των διαδικασιών συµβολισµού, και ειδικότερα 
του αλγεβρικού συµβολισµού, στη µαθησιακή διαδικασία (Sherin, 2001). Στην 
παρούσα έρευνα η αυξοµείωση τίθεται στο επίκεντρο ως διαδικασία (Noss & 
Hoyles, 1996) και µελετάται µε βάση δύο άξονες: (α) τα µέσα έκφρασης αλγε-
βρικών σχέσεων µέσω προγραµµατισµού και (β) την εξέλιξη των στρατηγικών 
των ίδιων µαθητών σε δύο διαφορετικές χρονικές φάσεις.

Στα προβλήµατα µεγέθυνσης–σµίκρυνσης η έρευνα έχει επισηµάνει τη 
δυσκολία των παιδιών να διακρίνουν τις πολλαπλασιαστικές σχέσεις που διέ-
πουν τη συγκεκριµένη διαδικασία, την οποία επιµένουν να µεταφράζουν προ-
σθετικά: θεωρούν, δηλαδή, ότι όµοιο σχήµα προς ένα αρχικό προκύπτει όταν 
προστεθούν στα µήκη των πλευρών του κατάλληλα µήκη, µέχρι αυτά να εξι-
σωθούν µε εκείνα των αντίστοιχων πλευρών του αρχικού σχήµατος (Turniaire 
& Pulos, 1985). Η συζήτηση σχετικά µε τις στρατηγικές των µαθητών για την 
µεγέθυνση-σµίκρυνση ενός αρχικού σχήµατος επικεντρώνεται στην επιλογή 
των αριθµητικών τελεστών που απαιτούνται για τον πολλαπλασιασµό των 
πλευρών του σε µια κατάσταση απλής αναλογίας (Vergnaud, 1983). Στην 
περίπτωση των δυναµικά µεταβαλλόµενων γεωµετρικών σχηµάτων η αυξο-
µείωση περιλαµβάνει τη χρήση µεταβλητών και τη συγκρότηση συναρτησι-
ακών σχέσεων και έτσι διασυνδέεται µε σύνθετες νοητικές διαδικασίες που 
σχετίζονται τόσο µε το επίπεδο της αναγνώρισης της σχέσης συµµεταβολής 
δύο µεταβλητών µε βάση διαφορετικές αναπαραστάσεις (π.χ. αριθµητικές ή 
γραφικές), όσο και µε το επίπεδο του συµβολισµού της συγκεκριµένης σχέσης 
µε βάση την ανάλυση των δεδοµένων ενός προβλήµατος (Ursini & Trigueros, 
2001). Στο πλαίσιο αυτό οι Ηoyles και Noss (1989) έχουν επισηµάνει τον κρί-
σιµο ρόλο που µπορεί να διαδραµατίσει η ύπαρξη µιας προγραµµατιστικής 
γλώσσας στην έκφραση των απαραίτητων πολλαπλασιαστικών συσχετίσεων 
για τη µεγέθυνση-σµίκρυνση, ιδιαίτερα όταν τα παιδιά εργάζονται σε υπολο-
γιστικά περιβάλλοντα µε διασυνδεόµενες γραφικές και συµβολικές αναπαρα-
στάσεις. Παράλληλα, όµως, η πολυσύνθετη –και όχι αυτονόητη- διασύνδεση 
µεταξύ της διδακτικής αξιοποίησης της υπολογιστικής τεχνολογίας και της 
κατανόησης συγκεκριµένων µαθηµατικών εννοιών (Mariotti, 2002), θέτει υπό 
διερεύνηση τον ρόλο των χαρακτηριστικών ενός υπολογιστικού εργαλείου 
στη µαθησιακή διαδικασία. Η σχέση του µαθητή µε ένα υπολογιστικό εργα-
λείο, µπορεί να εξελιχθεί µε διαφορετικούς και µη προβλέψιµους τρόπους, 
στοιχείο που παρεµβαίνει στη µαθησιακή διαδικασία και την επηρεάζει (βλ. 
π.χ. Guin & Trouche 1999). Έτσι, οι δυνατότητες που µπορεί να παρέχει ένα 
υπολογιστικό εργαλείο –τι µπορεί να κάνει κάποιος- για να “µεταµορφωθούν” 
σε πρακτικές –τι κάνει στην πραγµατικότητα– χρειάζεται να ενταχθούν στο 
κατάλληλο πλαίσιο και να υποστηριχθούν αντίστοιχα. Στο παρόν άρθρο εστι-
αζόµαστε ιδιαίτερα στη διαµεσολάβηση των λειτουργικοτήτων των υπολογι-
στικών εργαλείων και των εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων στη διαµόρφωση 
των παραγόντων που ευνοούν τη µετάβαση των παιδιών σε πολλαπλασιαστι-
κές στρατηγικές αυξοµείωσης γεωµετρικών κατασκευών. 
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ΤΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ - ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ
Το µεθοδολογικό πλαίσιο της έρευνας που παρουσιάζεται εδώ οριοθετήθηκε 
από φαινοµενολογικές -εθνοµεθοδολογικές και εθνογραφικές- µεθόδους για 
τη φυσική παρατήρηση ανθρώπινων δραστηριοτήτων που λαµβάνουν χώρα 
σε πραγµατικό χρόνο (Goetz & LeCompte, 1984). Η έρευνα πραγµατοποιή-
θηκε σε ένα γυµνάσιο κατά τη διάρκεια δύο διαδοχικών σχολικών ετών: κατά 
το πρώτο έτος µελετήθηκαν για 4 µήνες δύο τµήµατα µαθητών της Α’ τάξης, 
ενώ το επόµενο έτος µελετήθηκαν για 6 µήνες οι ίδιοι µαθητές στην Β’ τάξη. 
Στη συλλογή δεδοµένων συµµετείχαν δύο ερευνητές ως συµµετοχικοί παρα-
τηρητές. Σε κάθε τµήµα βιντεοσκοπήθηκαν (α) η ίδια οµάδα δύο µαθητών 
(οµάδα εστίασης) (β) επεισόδια από το σύνολο των οµάδων της τάξης αλλά 
και τις παρεµβάσεις του διδάσκοντα. Οι µαθητές εργάζονταν ανά δύο σε συ-
νεργαζόµενες οµάδες στο εργαστήριο υπολογιστών του σχολείου κατά τη δι-
άρκεια ενός δίωρου µαθήµατος κάθε εβδοµάδα. Την πρώτη σχολική χρονιά οι 
δεκατρείς οµάδες των παιδιών κάθε τµήµατος κλήθηκαν να κατασκευάσουν 
µια δυναµική γραµµατοσειρά µε όλα τα κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού 
αλφαβήτου µε µεταβλητό µέγεθος (στο εξής η δραστηριότητα αυτή θα ανα-
φέρεται ως Κ∆Γ), ώστε να µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη γραφή λέξεων 
ή φράσεων διαφορετικών µεγεθών. Την επόµενη σχολική χρονιά οι µαθητές 
των ίδιων τµηµάτων συµµετείχαν σε µια δραστηριότητα κατασκευής δυναµι-
κού χάρτη (στο εξής η δραστηριότητα αυτή θα αναφέρεται ως Κ∆Χ) που θα 
αναπαριστούσε µέρος του χώρου του σχολείου (κάθε οµάδα κατασκεύαζε µία 
ή δύο κατόψεις κτηρίων) κατόπιν µετρήσεων των ίδιων των µαθητών στο χώρο 
αυτό. Στόχος της κατασκευής ήταν η δηµιουργία χάρτη ο οποίος θα επέτρεπε 
τη δυναµική αλλαγή της κλίµακας χωρίς να αλλοιώνονται οι χωρικές σχέσεις 
των κτηρίων. Στα πλαίσια της δραστηριότητας Κ∆Γ κάθε οµάδα ανέλαβε την 
κατασκευή δύο γραµµάτων, ενώ σε επόµενο στάδιο οι οµάδες αντάλλαξαν τα 
γράµµατά τους µε σκοπό τη δοκιµή της συµµεταβολής τους κατά την ταυ-
τόχρονη αυξοµείωσή τους. Αντίστοιχα, η δραστηριότητα Κ∆Χ προέβλεπε ότι 
η κατασκευή των τελικών χαρτών όλων των οµάδων θα προέκυπτε από την 
ένωση των µερών των χαρτών που θα αντάλλασσαν οι οµάδες ανά δύο, καθώς 
κάθε οµάδα γνώριζε εκ των προτέρων ότι θα ενώσει το χάρτη της µε αυτόν 
της διπλανής της οµάδας. Οι δραστηριότητες προέβλεπαν την εµπλοκή των 
παιδιών στο εννοιολογικό πεδίο λόγου και αναλογίας χωρίς άµεση αναφορά 
σε αυτό, αλλά αποδίδοντας έµφαση στην διαπλοκή στόχου και χρήσης (Ainley 
& Pratt, 2002) των γεωµετρικών κατασκευών. Για την κατασκευή χρησιµοποι-
ήθηκε η γλώσσα προγραµµατισµού Logo έτσι όπως έχει υλοποιηθεί στο Χελω-
νόκοσµο (Αβάκιο) (http://E-slate.cti.gr, για τα χαρακτηριστικά του Αβακίου 
βλ. Kynigos, 2004). Τρία είναι τα χαρακτηριστικά αυτού του υπολογιστικού 
περιβάλλοντος που ενδιαφέρουν εδώ: (α) η άµεση και δυναµική σύνδεση της 
συµβολικής έκφρασης (γλώσσα προγραµµατισµού) µε το γραφικό αποτέλε-
σµα (β) η δυνατότητα αριθµητικής και γραφικής αναπαράστασης των µετα-
βαλλόµενων µεγεθών και (γ) ο δυναµικός χειρισµός των αριθµητικών τιµών 
κάθε µεταβαλλόµενου µεγέθους -και κατ’ επέκταση της γραφικής τους ανα-
παράστασης- µε τη χρήση ενός ειδικού εργαλείου δυναµικού χειρισµού που 
λέγεται µεταβολέας. 

Για να γίνει κατανοητή η έννοια της µετάβασης από τη µία στρατηγική 
στην άλλη, χρειάζεται να αναφερθούν ορισµένα στοιχεία σχετικά µε τα ιδιαί-
τερα χαρακτηριστικά της κατασκευής έτσι όπως αυτή προσδιορίστηκε από τη 
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χρήση του εργαλείου. Ειδικότερα, τόσο τα γράµµατα όσο και οι χάρτες ζητή-
θηκε από τα παιδιά να αυξοµειώνονται καθώς τα µεν γράµµατα θα έπρεπε να 
αλλάζουν µε τον ίδιο τρόπο όταν τοποθετούνται το ένα δίπλα στο άλλο, οι δε 
χάρτες θα έπρεπε να αυξοµειώνονται χωρίς να αλλοιώνονται οι χωρικές τους 
σχέσεις (πλευρές κτηρίων, αποστάσεις κ.λπ.) κατά την αλλαγή. Έτσι, ζητήθηκε 
από τα παιδιά να χρησιµοποιήσουν στις κατασκευές τους όσο το δυνατόν λι-
γότερες µεταβλητές, µε απώτερο στόχο τη χρήση µιας µεταβλητής, µέσω της 
αλλαγής της οποίας να επιτυγχάνεται η ζητούµενη αυξοµείωση. Στο σχήµα 1, 
για παράδειγµα, η κατασκευή ενός αυξοµειούµενου Γ επιτυγχάνεται µε την 
πολλαπλασιαστική έκφραση (π.χ. χ/3) της µεταβλητής ψ του οριζόντιου µή-
κους σε σχέση µε τη µεταβλητή χ του κατακόρυφου µήκους. 

Σχήµα 1. Το γράµµα Γ και η κάτοψη ενός κτηρίου µε 2 και 12 µεταβλητές αντί-
στοιχα.

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ
Η βασισµένη στα δεδοµένα ανάλυση (Strauss & Corbin, 1998) ανέδειξε ότι 
στις περισσότερες περιπτώσεις τα παιδιά ξεκινούσαν µε την κατασκευή ενός 
σταθερού σχήµατος (πρότυπο), το οποίο επιχειρούσαν να αυξοµειώσουν στη 
συνέχεια µε τη χρήση µεταβλητών. Μια στρατηγική θεωρήθηκε αναλογική 
όταν τα παιδιά, κατά τη διαδικασία ανταλλαγής των εργασιών τους µε άλ-
λες οµάδες, είχαν κατασκευάσει αυξοµειούµενη κατασκευή µε µία µεταβλητή 
χρησιµοποιώντας τουλάχιστον µία πολλαπλασιαστική συναρτησιακή σχέση 
(βλ. Ψυχάρης, 2005). Η επιλογή του συγκεκριµένου κριτηρίου λειτούργησε ως 
σηµείο σύγκλισης του πριν και του µετά µιας κατασκευής, καθώς στάθηκε η 
αφετηρία για την εξέταση της κατασκευαστικής πορείας ‘προς τα πίσω’ και 
‘προς τα µπρος’. Στην πρώτη περίπτωση αναζητήθηκαν τα κατασκευαστικά 
στάδια που οδήγησαν σε µια συγκεκριµένη κατασκευή και οι παράγοντες της 
επιρροής τους, ενώ στη δεύτερη περίπτωση η διαδικασία εξέλιξης -ή µη- µιας 
στρατηγικής µετά την επαφή των παιδιών µε την εργασία άλλων οµάδων. Για 
παράδειγµα, κατά τη µετάβαση από το πρότυπο στα δυναµικά µεταβαλλόµε-
να σχήµατα παρατηρήθηκαν διαφοροποιήσεις ως προς τον τρόπο αντιστοίχι-
σης τιµών και µεταβλητών που µε τη σειρά τους χαρακτήρισαν τις αντίστοιχες 
στρατηγικές. Ειδικότερα, στη δραστηριότητα Κ∆Χ οι µαθητές προχώρησαν 
από την κατασκευή προτύπου στη χρήση πολλών µεταβλητών και στο τέλος 
στη χρήση µίας µεταβλητής (Yiannoutsou & Kynigos, 2004). Αντίθετα, στη 
δραστηριότητα Κ∆Γ καταγράφηκε ευρύτατα µια ακόµη στρατηγική που ακο-
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λούθησε την κατασκευή προτύπου: η –λανθασµένη- αντιστοίχιση της ίδιας 
µεταβλητής σε όλα τα µεγέθη µιας κατασκευής χωρίς να λαµβάνονται υπόψη 
οι µεταξύ τους σχέσεις. Η παρατήρηση αυτή έστρεψε το ερευνητικό ενδιαφέ-
ρον στα στοιχεία εκείνα που συντελούν στη διαµόρφωση των συνθηκών µετά-
βασης από τη µία στρατηγική στην άλλη και στο σκοπό που εξυπηρετεί η χρή-
ση της κάθε στρατηγικής. Χρησιµοποιούµε τον όρο έναυσµα µετάβασης για 
να περιγράψουµε το κίνητρο της µετάβασης των παιδιών από µια στρατηγική 
σε µια άλλη. Το συγκεκριµένο κίνητρο στην ανάλυση θεωρήθηκε αντιπρο-
σωπευτικό στοιχείο των συνθηκών της κατάστασης στην οποία ανέκυψε και 
αναλύεται τόσο σε επίπεδο χρήσης εργαλείων όσο και σε επίπεδο κατασκευής 
νοηµάτων από τους µαθητές. 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ
Η γλώσσα προγραµµατισµού ως έναυσµα µετάβασης 
Η διαµόρφωση πολλαπλασιαστικών σχέσεων από τα παιδιά διασυνδέθηκε 
µε διαδικασίες µεταβολής του αριθµού των χρησιµοποιούµενων µεταβλητών 
κατά την προσπάθεια τους να κατασκευάσουν γράµµατα ή κτήρια τα οποία να 
αυξοµειώνονται χωρίς να αλλοιώνεται το σχήµα τους. Το ερώτηµα που διερευ-
νάται εδώ, είναι µε ποιό τρόπο οι µαθητές µεταβαίνουν από τη χρήση πολλών 
µεταβλητών σε µία και ποιο είναι το στοιχείο που ενεργοποιεί αυτή τη µετά-
βαση. Σε µια κατασκευή του νι (Ν) οι εναλλαγές στη µεταβολή του αριθµού 
των χρησιµοποιούµενων µεταβλητών (βλ. διαδικασίες κατασκευής σε γλώσσα 
Logo, Πίνακας 1) αποτέλεσαν µέρος της εξοικείωσης των παιδιών µε το υπο-
λογιστικό περιβάλλον αλλά και τον άξονα της ανάπτυξης στρατηγικών. Μετά 
την κατασκευή προτύπου (Φάση 1) τα παιδιά χρησιµοποίησαν την ίδια µετα-
βλητή για όλα τα µεγέθη της κατασκευής (Φάση 2) θεωρώντας, ενδεχοµένως, 
ότι µε αυτό τον τρόπο υλοποιούν την απαίτηση της δραστηριότητας Κ∆Γ για 
κατασκευή αυξοµειούµενου γράµµατος µε µια µεταβλητή. Το έναυσµα µετά-
βασης από τη Φάση 2 στη Φάση 3 διασυνδέθηκε µε το χάλασµα του σχήµατος 
κατά τη µετακίνηση του µοναδικού µεταβολέα. 

Ε Για µεγάλωσέ τη. Τι έγινε τώρα; Έγινε νι;
Μ1 Όχι.
Ε Γιατί δεν έγινε νι; [Ο Μ1 βάζει νέα µεταβλητή για
Μ1 Πρέπει να αλλάξει κι αυτό [ενν. το πλάγιο].   το πλάγιο τµήµα.]

Η έλλειψη γραφικής αρτιότητας στο νι λειτουργεί ως κίνητρο χρήσης δεύ-
τερης µεταβλητής, σηµατοδοτώντας έτσι την εµπλοκή των παιδιών στη διαδι-
κασία ταυτόχρονης αλλαγής και των δύο µεταβλητών µέσω των αντίστοιχων 
µεταβολέων για τη σχεδίαση µοντέλων του νι διαφορετικών µεγεθών. Η αυξο-
µειούµενη κατασκευή ανέκυψε µέσα από µεταφράσεις της διαισθητικής εικα-
σίας ‘το πλάγιο είναι µιάµιση φορά το κατακόρυφο’ (Φάση 4) και επακόλουθες 
δοκιµές ακριβέστερων προσεγγίσεων του πολλαπλασιαστικού παράγοντα, 
που οδήγησαν στην τροποποίηση της πολλαπλασιαστικής σχέσης στην τελι-
κή κατασκευή (Φάση 5).
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Πίνακας 1. Οι διαδικασίες του νι σε διαδοχικές φάσεις τις κατασκευής.

για νι
µ 200 
δ 145
µ 240 
α 145
µ 200
τελος

για νι :ρ
µ :ρ 

δ 145
µ :ρ 

α 145
µ :ρ

τελος

για νι :ρ :τ
µ :ρ 

δ 145
µ :τ 

α 145
µ :ρ

τελος

για νι :ρ
µ :ρ 

δ 145
µ 1,5* :ρ

α 145 
µ :ρ

τελος

για νι :ρ
µ :ρ

 δ 145
µ 1,41* :ρ

α 145
 µ :ρ

τελος

Φάση 1 Φάση 2 Φάση 3 Φάση 4 Φάση 5

Από εννοιολογική σκοπιά η µετάβαση στη Φάση 2 µπορεί να ειδωθεί ως 
το ‘ενδιάµεσο µονοπάτι’ που οδήγησε στην ανάδειξη της αλληλεξάρτησης 
των δύο µεγεθών, βήµα απαραίτητο για την περαιτέρω συσχέτισή τους. Στην 
περίπτωση της δραστηριότητας Κ∆Χ, η µετάβαση στην πολλαπλασιαστική 
στρατηγική είχε συνήθως ως αφετηρία τη χρήση πολλών διαφορετικών µετα-
βλητών (µια για κάθε σταθερή τιµή του προτύπου του κτηρίου), όπως φαίνεται 
στο απόσπασµα που ακολουθεί. 

1 Μ1 Χρειαζόµαστε πολλές µεταβλητές. Μία µεταβλητή γι’ αυτή την τιµή (δείχνει 
2 τον κώδικα στον υπολογιστή) µία γι’ αυτή µία, δύο, τρεις,(µετράει τις µεταβλ)
3 Μ2 Όχι, αυτή και αυτή θα είναι ίδιες. Θα έχουν την ίδια τιµή.
4 Μ1 Α, δες, µπορούµε, αφού το 50 είναι χι, το 100 είναι δύο χι, το 150 τρία χι.
5 Μ2 Ναι, µπορούµε να το φτιάξουµε όλο µε µία µεταβλητή. ∆εν τις θέλουµε όλες.

Ο εντοπισµός της ισότητας µεταξύ συγκεκριµένων σταθερών τιµών του 
προτύπου και η αναγνώριση της δυνατότητας χρήσης της ίδιας µεταβλητής 
(γραµµή 3) φαίνεται να αποτελούν το έναυσµα για την ανάπτυξη της διαδι-
κασίας πολλαπλασιαστικής συσχέτισης όλων των µεταβλητών της κατασκευ-
ής. Στη διαδικασία αυτή καθοριστικό ρόλο φαίνεται να παίζει η δυνατότητα 
κατασκευής και ανακατασκευής του σχήµατος µέσα από διαδικασίες αντικα-
τάστασης των σταθερών τιµών του προτύπου µε µεταβλητές αλλά και µε σχέ-
σεις µεταβλητών. Η συναρτησιακή έκφραση των αναδυόµενων σχέσεων στην 
προγραµµατιστική γλώσσα, παρότι βασίζεται στη συσχέτιση σταθερών τιµών 
(γραµµή 4), γενικεύεται πολλαπλασιαστικά µε τη δυνατότητα χρήσης µετα-
βλητών (π.χ. αν η µία µεταβλητή είναι χ και αντιστοιχεί στην τιµή 50 η άλλη 
µεταβλητή που αντιστοιχεί στην τιµή 100 µπορεί να εκφραστεί ως 2χ). Το σύ-
νολο των παραπάνω χαρακτηριστικών φαίνεται να δίνει στους µαθητές τη δυ-
νατότητα δυναµικής διασύνδεσης του συγκεκριµένου µε το γενικό, όπως και 
την περιγραφή των χωρικών σχέσεων µέσα από τη συσχέτιση µεταβλητών. 

Ο σχεδιασµός των εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων ως έναυσµα µετάβα-
σης 
Σε άλλες περιπτώσεις η ενσωµάτωση πολλαπλασιαστικών σχέσεων µεταξύ 
των µεγεθών της κατασκευής έλαβε χώρα µέσα από την επικοινωνία των παι-
διών µε εργασίες συµµαθητών τους µετά από την ανταλλαγής τους. Η φάση 
της ανταλλαγής των εργασιών των µαθητών λειτούργησε ως ένα πλαίσιο στο 
οποίο οι µαθητές χρειάστηκε να αναλύσουν τις στρατηγικές των συµµαθη-
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τών τους και να επανεξετάσουν τις στρατηγικές τους µέσα από επακόλουθες 
συγκρίσεις. Για παράδειγµα, ένα αυξοµειούµενο µοντέλο του ύψιλον (Υ) είχε 
κατασκευαστεί πριν τη διαδικασία ανταλλαγής από µια οµάδα παιδιών µε 1 
προς 1 αντιστοίχιση της µεταβλητής χ στα τρία τµήµατα του γράµµατος. Η 
ενσωµάτωση πολλαπλασιαστικών σχέσεων ανέκυψε όταν τα παιδιά επιχείρη-
σαν -µετά την ανταλλαγή- να σχεδιάσουν το ύψιλον στην ίδια διαδικασία µε 
το γράµµα ξι (Ξ) που δανείστηκαν από άλλη οµάδα. Το ξι είχε κατασκευα-
στεί µε µία µεταβλητή χ που αντιστοιχούσε στα µεγάλα οριζόντια τµήµατα 
της βάσης αλλά και στο ύψος του. Με τη χρήση του µεταβολέα επιβεβαιώθηκε 
από τα παιδιά και γραφικά η ανισότητα των υψών των δύο γραµµάτων, καθώς 
στο ύψιλον η µεταβλητή χ αντιστοιχούσε στο κατακόρυφο τµήµα και στο ξι 
στο συνολικό ύψος του γράµµατος. Σταδιακά, η έµφαση στην αρτιότητα κάθε 
µεµονωµένης κατασκευής, που χαρακτήρισε την εργασία των παιδιών το προ-
ηγούµενο διάστηµα, διαπλέχθηκε µε τη συσχέτιση των κατασκευών µεταξύ 
τους µε άξονα την προσέγγιση κοινού ύψους. 

Μ1 Τα είχαµε βάλει χι δεύτερα [ενν. όλα τα µήκη του Υ]. 

Μ2 Βασικά µας έβγαινε πιο µικρό [ενν. το ύψος του Υ σε σχέση µε το ύψος του Ξ]. 

Ο Μ2 δικαιολογεί την απόρριψη της έκφρασης χ/2 για όλα τα τµήµατα του 
ύψιλον αναφέροντας ως έναυσµα για τη χρήση της τη σύγκριση του συνολικού 
ύψους του γράµµατος σε σχέση µε το ύψος του ξι, που ήταν ήδη σχεδιασµέ-
νο µε ξεχωριστή διαδικασία στην οθόνη. Στην τελική διαδικασία κατασκευής 
τα µήκη του αυξοµειούµενου ύψιλον αντικαταστάθηκαν από συναρτησιακές 
σχέσεις (χ/3 για το κατακόρυφο, χ/1,2 για τα πλάγια) που ανέκυψαν ως απο-
τέλεσµα διορθωτικών ενεργειών των παιδιών (Psycharis & Kynigos, 2004) για 
την προσέγγιση του επιθυµητού ύψους των δύο γραµµάτων. Στην περίπτωση 
της δραστηριότητας Κ∆Χ το έναυσµα για την περαιτέρω τροποποίηση της 
πολλαπλασιαστικής στρατηγικής από µια οµάδα ανέκυψε όταν τα παιδιά επι-
χείρησαν να ‘προσθέσουν’ στον κώδικά τους (κτηριο1) τον κώδικα της συνερ-
γαζόµενης οµάδας (κτηριο2). 

4 Μ3 Όταν το κτήριο1 είναι 10, το κτήριο 2 είναι 25. Είναι το αντίθετο.
5 Μ4 Περίµενε, αφού το κτήριο 1 είναι 3 φορές µικρότερο από το κτήριο 2 θα 
6 διαιρέσουµε το χ µε το 3.
7 Μ3 Όχι. Τώρα όταν το κτήριο1 είναι 10 το κτήριο2 είναι 25. Ανάποδα. Άρα, 
8 το 10 στο 25 χωράει 2,5. Εποµένως, τα χι στο κτήριο1 θα τα κάνουµε
9 διόµιση φορές πιο µικρά απ’ ό,τι τα έχουν κάνει.

Το γραφικό αποτέλεσµα που προκύπτει στην οθόνη όταν τα παιδιά επιχει-
ρούν να αυξοµειώσουν τα δύο κτήρια µαζί έρχεται σε αντίθεση µε την αντίλη-
ψή τους σχετικά µε το ποια θα έπρεπε να είναι τα µεγέθη των κτηρίων και άρα 
οι µεταξύ τους λόγοι (1:2,5 για τον Μ3 και 1:3 για τον Μ4). Παρόλο που και 
για τα δύο κτήρια είχε χρησιµοποιηθεί η ίδια µεταβλητή ο Μ3, συγκρίνοντας 
τις τιµές δύο πλευρών που θεωρεί ανάλογες (γραµµές 4 και 7), γενικεύει τη συ-
σχέτισή τους για όλα τα υπόλοιπα µεγέθη (γραµµές 8-9) και τη µεταφέρει στη 
γλώσσα προγραµµατισµού διαιρώντας όλα τα µεταβλητά µήκη του κτηρίου2 
µε 2,5. Το έναυσµα για τον ακριβή καθορισµό της πολλαπλασιαστικής σχέσης 
αποτέλεσε (α) η αντίθεση του γραφικού αποτελέσµατος µε την αντίληψη των 
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µαθητών για τη σχέση µεγέθους των δύο κτηρίων και (β) η σύγκριση µερών 
των κωδίκων των δύο κτηρίων.  

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Η συγκριτική ανάλυση των δεδοµένων που προέρχονται από τις δύο παρεµ-
φερείς δραστηριότητες κατασκευής δυναµικών σχηµάτων σε δύο διαδοχικά 
σχολικά έτη ανέδειξε ως αντικείµενο µελέτης όχι µόνο τις κατασκευαστικές 
στρατηγικές των µαθητών αλλά και τη διαδικασία εξέλιξής τους και ιδιαίτερα 
τα εναύσµατα µετάβασης από µία στρατηγική σε άλλη. Ένας από τους παρά-
γοντες που φάνηκε να συµβάλλουν στην µετάβαση των µαθητών προς πολλα-
πλασιαστικές στρατηγικές ήταν τα χαρακτηριστικά της γλώσσας προγραµµα-
τισµού και ειδικότερα: η δυνατότητα περιγραφής των γεωµετρικών σχηµάτων 
µε βάση τη σχέση των διαφόρων µεγεθών, η δυνατότητα συσχέτισης συγκε-
κριµένων τιµών µε µεταβλητές αλλά κυρίως η δυνατότητα συσχέτισης των µε-
ταβλητών µεταξύ τους. Επίσης, η φύση και οι απαιτήσεις των εκπαιδευτικών 
δραστηριοτήτων φάνηκε να δηµιουργούν ένα πλαίσιο επανεξέτασης και ανα-
δόµησης διαµορφωµένων στρατηγικών µε έντονο το στοιχείο της επεξεργασί-
ας πολλαπλασιαστικών συσχετίσεων, που εµφανίστηκε σε µεγαλύτερο βαθµό 
στο πλαίσιο της δραστηριότητας Κ∆Χ. Στα σχετικά επεισόδια τα εναύσµατα 
µετάβασης των παιδιών στην πολλαπλασιαστική στρατηγική ήταν αµεσότερα 
εστιασµένα τόσο στη συσχέτιση των µεταβλητών όσο και στη συσχέτιση των 
δυναµικών σχηµάτων µεταξύ τους.
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