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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Το άρθρο αυτό περιγράφει µια σειρά δραστηριοτήτων σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας, οι οποίες 
αναπτύχθηκαν µε στόχο τη διδασκαλία του εµβαδού στο δηµοτικό σχολείο. Μέσα από τις 
δραστηριότητες διαφαίνεται ο ρόλος που µπορεί να διαδραµατίσει η δυναµική γεωµετρία στον τρόπο 
προσέγγισης και διδασκαλίας των γεωµετρικών εννοιών, στον τρόπο ανάπτυξης των δεξιοτήτων των 
µαθητών στην κατασκευή προβλήµατος και στην εισαγωγή τους στην επαγωγική απόδειξη. 
 
ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ: δυναµική γεωµετρία, εµβαδόν, µετασχηµατισµός, κατασκευή προβλήµατος 
 
ABSTRACT 
The present article describes a set of exploratory activities in α dynamic geometry environment that 
were developed for the teaching of area, in primary school students. Through these activities, 
emerges the role that dynamic geometry can play in the way of teaching of geometrical concepts by 
improving students’ skills of problem-posing and inductive proof.  
 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Πολλοί ερευνητές στο χώρο της διδακτικής των µαθηµατικών θεωρούν ότι η τεχνολογία παρέχει 

τη δυνατότητα διεύρυνσης του γνωστικού ρεπερτορίου, ενώ ταυτόχρονα αποτελεί για τους 
µαθητές µέσο πρόσβασης σε δυναµικές έννοιες και τοµείς των µαθηµατικών (NCTM, 2000). Η 
τεχνολογία έχει άµεση εφαρµογή στη διδασκαλία της γεωµετρίας, η οποία από τις αρχές της 
δεκαετίας του 1980 άρχισε να παραγκωνίζεται, τόσο εξαιτίας των δυσκολιών των εκπαιδευτικών 
στην κατασκευή γεωµετρικών σχηµάτων µε ακρίβεια και ταχύτητα, όσο και των δυσκολιών των 
µαθητών να κατανοήσουν τις γεωµετρικές έννοιες και να αντιληφθούν τις έννοιες της 
αιτιολόγησης και της απόδειξης (Χρίστου & Πίττα-Πανταζή, 2004). Τα εργαλεία που παρέχει η 
τεχνολογία στον τοµέα της γεωµετρίας, και τα οποία περιορίζουν τα πιο πάνω προβλήµατα, είναι 
τα λογισµικά της δυναµικής γεωµετρίας (Euclidraw, Sketchpad, Cabri, Euklid, Geolog, Thales 
κτλ.), τα οποία υποστηρίζουν περιβάλλοντα στα οποία οι µαθητές µπορούν να αλληλεπιδράσουν 
µε τα αντικείµενα και τα θεωρήµατα της γεωµετρίας (Healy & Hoyles, 2001). 
Στο άρθρο αυτό θα παρουσιάσουµε δραστηριότητες για τη διδασκαλία της έννοιας του εµβαδού 

στη Στ’ τάξη του δηµοτικού σχολείου µέσα σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας (∆Γ), οι οποίες θα 
στηρίζονται στην έννοια της διατήρησης του εµβαδού σχηµάτων µε ανακατασκευή και ανασύνθεσή 
τους. Σύµφωνα µε τους Carpenter et al. (αναφορά στην Kordaki, 2003), οι µαθητές αντιµετωπίζουν 
δυσκολίες στην κατανόηση της ισότητας εµβαδών, όταν αυτά αναπαριστώνται µε διαφορετικά 
σχήµατα, γεγονός το οποίο αποτελεί προϋπόθεση στη διερεύνηση και κατανόηση της έννοιας του 
εµβαδού. Αρχικά θα παρουσιάσουµε το θεωρητικό υπόβαθρο της έρευνας, µε ιδιαίτερη αναφορά 
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στα χαρακτηριστικά της ∆Γ που καθιστούν σηµαντική και επιτακτική τη χρήση της κατά τη 
διδασκαλία της έννοιας του εµβαδού µέσω ανακατασκευής και ανασύνθεσης σχηµάτων. Στη 
συνέχεια, θα παρουσιάσουµε µια σειρά από δραστηριότητες για τη διδασκαλία του εµβαδού σε 
ψηφιακό περιβάλλον ∆Γ, στις οποίες είναι εµφανής ο διαφορετικός τρόπος προσέγγισης της έννοιας 
και οι δυνατότητες που προσφέρει η ∆Γ για κατασκευή προβλήµατος και επαγωγική απόδειξη. 
 
ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 
Περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας 
Με την εισαγωγή των λογισµικών ∆Γ στην εκπαίδευση έχει αλλάξει ο τρόπος προσέγγισης και 

διδασκαλίας της Ευκλείδειας γεωµετρίας. Στα πλαίσια της ∆Γ, τα αντικείµενα και θεωρήµατα των 
µαθηµατικών µετατρέπονται από απλές προτάσεις που πρέπει να αποδειχθούν σε αντικείµενα 
διερεύνησης. Τα δυναµικά ψηφιακά περιβάλλοντα αποτελούν εικονικά εργαστήρια στα οποία οι 
µαθητές µπορούν να παίξουν, να διερευνήσουν και να µάθουν µαθηµατικά (Arcavi & Hadas, 
2000). Ενεργώντας σε αυτά τα δυναµικά ψηφιακά περιβάλλοντα, µέσα σε ελάχιστο χρόνο, οι 
µαθητές έχουν τη δυνατότητα να κατασκευάσουν άπειρα σχήµατα µε µεγάλη ακρίβεια. 
Παρέχεται, επίσης, η δυνατότητα άµεσης τροποποίησης, µετακίνησης και µετασχηµατισµού των 
σχηµάτων στο χώρο, µε τη βοήθεια του ποντικιού, χωρίς να µεταβάλλονται οι κρίσιµες 
γεωµετρικές τους ιδιότητες. Οι µαθητές µπορούν να πειραµατιστούν, όχι µόνο κοιτάζοντας την 
εικόνα, αλλά και µετρώντας, συγκρίνοντας, αλλάζοντας τα σχήµατα (Arcavi & Hadas, 2000). 
Επιπλέον, η χρήση λογισµικών ∆Γ στη διδασκαλία των µαθηµατικών καλλιεργεί στους µαθητές 
τόσο τον παραγωγικό, όσο και τον επαγωγικό τρόπο σκέψης (Χρίστου & Πίττα - Πανταζή, 2004). 
Μέσα στο περιβάλλον ∆Γ οι µαθητές αποκτούν κίνητρο και αυτοπεποίθηση, γιατί τους επιτρέπει 

να κάνουν δικές τους υποθέσεις και να τις εξετάζουν. Ο έλεγχος των υποθέσεων συχνά οδηγεί 
τους µαθητές σε εκπλήξεις, γεγονός που πυροδοτεί την ανάπτυξη της ανάγκης τους για 
επανεξέταση των γνώσεων και υποθέσεών τους (Arcavi & Hadas, 2000). Οι µαθητές έχουν την 
ευκαιρία να επανορθώνουν αµέσως τα λάθη τους µε το πάτηµα ενός πλήκτρου, µε αποτέλεσµα το 
λάθος να αξιοποιείται και να οδηγεί συχνά στην ανάπτυξη εννοιών ή στην τροποποίηση 
υφιστάµενων, πιθανώς λανθασµένων γνώσεων. Επιπλέον, υπάρχει η δυνατότητα της κίνησης των 
σχηµάτων µε το «σύρσιµο» (drag) που επιτρέπει στους µαθητές να χειριστούν τα σχήµατα και να 
παρατηρήσουν τα αποτελέσµατα των χειρισµών τους σχεδόν στιγµιαία, καθιστώντας την 
κατασκευή και την εξέταση υποθέσεων µια ευχάριστη και δηµιουργική δραστηριότητα. 
 
Απόδειξη στη ∆υναµική Γεωµετρία 
Τα χαρακτηριστικά των λογισµικών ∆Γ παρέχουν στο µαθητή τη δυνατότητα να κάνει υποθέσεις 

και να τις ελέγξει εύκολα και γρήγορα. Η διατύπωση υποθέσεων και ο έλεγχος αποτελούν βασικά 
στοιχεία της διερευνητικής µάθησης. Ο άτυπος αυτός τρόπος απόδειξης, σύµφωνα µε τους 
Bruckheimer και Arcavi (2001), αποκαλείται «εµπειρική απόδειξη». Πολλοί ερευνητές έχουν 
εκφράσει ανησυχίες σχετικά µε το σηµείο αυτό, καθώς η απόδειξη αποτελεί ουσιαστικό στοιχείο 
για τα µαθηµατικά και η διδασκαλία της αποτελεί θεµελιώδη έννοια (Laborde, 2000). 
Συγκεκριµένα, έχει εκφραστεί η ανησυχία ότι οι ευκαιρίες που παρέχουν τα ψηφιακά 
περιβάλλοντα ∆Γ στους µαθητές να «δουν» τις µαθηµατικές ιδιότητες µε τόση ευκολία, µπορεί να 
προκαλέσουν τη µείωση ή και την εξαφάνιση οποιασδήποτε ανάγκης για απόδειξη και κατ’ 
επέκταση της εκµάθησης της διαδικασίας της παραγωγικής απόδειξης (Laborde, 2000; Hadas, 
Herskowitz & Schwarz, 2000; Bruckheimer & Arcavi, 2001).  
Πρόσφατες έρευνες τεκµηριώνουν ότι η ∆Γ όχι µόνο δεν υποβαθµίζει την απόδειξη, αλλά την 

καθιστά αναγκαία και προσιτή, προωθώντας συνδέσµους µεταξύ εµπειρικής και παραγωγικής 
απόδειξης (Buckheimer & Arcavi, 2001). Ο De Villiers (στο Hadas et al., 2000) περιγράφει πώς 
µέσα από περιβάλλοντα ∆Γ µπορεί να καλλιεργηθεί η διερεύνηση µε ερωτήσεις του τύπου «τι θα 
γίνει αν», ώστε οι µαθητές να οδηγηθούν σε γενικεύσεις και ανακαλύψεις. Υποστηρίζει ότι η 
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αναζήτηση απόδειξης γίνεται τότε νοητική πρόκληση, που γεννάται από την ανάγκη αιτιολόγησης 
ενός συµπεράσµατος. Συνεπώς, σε ένα περιβάλλον ∆Γ, οι µαθητές έχουν την ευκαιρία µέσα από 
κατάλληλα δοµηµένες δραστηριότητες, να αντιληφθούν όλες τις λειτουργίες της απόδειξης και να 
τη χρησιµοποιήσουν για αιτιολόγηση, επεξήγηση, διερεύνηση, ανακάλυψη και συστηµατοποίηση 
προτάσεων σε ένα αξιωµατικό σύστηµα. Ιδιαίτερα στο δηµοτικό σχολείο, η διερεύνηση 
γεωµετρικών εννοιών µέσα σε περιβάλλον ∆Γ αποτελεί το πρώτο στάδιο στη διαδικασία της 
τυπικής απόδειξης, που θα αποτελέσει αντικείµενο διδασκαλίας στο γυµνάσιο και το λύκειο.  
 
Θεωρητικό Υπόβαθρο της ∆υναµικής Γεωµετρίας  
Προτού παρουσιαστούν οι προτεινόµενες δραστηριότητες για τη διδασκαλία του εµβαδού µέσω 

ανακατασκευής σχηµάτων σε περιβάλλον ∆Γ, θα παρουσιάσουµε ένα γενικό µοντέλο δόµησης της 
γεωµετρικής σκέψης. Το µοντέλο αυτό αναπτύχθηκε από το Vinner (1983, 1991) και προτείνεται 
από τον Contreras (2003) ως κατάλληλο για την κατανόηση της οικοδόµησης των γεωµετρικών 
εννοιών από τους µαθητές. Επίσης, αποτελεί τη θεωρητική βάση της εισαγωγής της ∆Γ στο 
σχολείο (Χρίστου & Πίττα-Πανταζή, 2004) και θα αποτελέσει το θεωρητικό µας πλαίσιο.  
Η διαγραµµατική απεικόνιση αποτελεί τον πιο συνηθισµένο οπτικό τρόπο αναπαράστασης 

γεωµετρικών αντικειµένων. Αυτές οι οπτικές αναπαραστάσεις φαίνεται να ασκούν ισχυρή 
επίδραση στην ανάπτυξη των γεωµετρικών εννοιών από τους µαθητές (Contreras, 2003). Το 
µοντέλο του Vinner περιγράφει την ύπαρξη τριών κύριων ειδών νοητικών αναπαραστάσεων που 
συνδέονται µε µια µαθηµατική έννοια: το µαθηµατικό ορισµό της έννοιας, την αντίληψη του 
µαθητή για το µαθηµατικό ορισµό και τη νοερή αναπαράσταση της έννοιας στη σκέψη των 
µαθητών. Στόχος της διδασκαλίας, είναι η γνωστική ενότητα, δηλαδή η ταύτιση του µαθηµατικού 
ορισµού, της αντίληψης των µαθητών για το µαθηµατικό ορισµό και της νοερής αναπαράστασης 
της έννοιας στη σκέψη των µαθητών. 
Ο µαθηµατικός ορισµός µιας έννοιας αναφέρεται στο ελάχιστο σύνολο αναγκαίων ή κρίσιµων 

ιδιοτήτων που χαρακτηρίζουν την έννοια. Η περίπτωση µιας έννοιας πρέπει να έχει αυτές τις 
κρίσιµες ιδιότητες, για να αποτελεί παράδειγµα της έννοιας (Contreras, 2003). Για παράδειγµα, το 
ύψος ενός παραλληλογράµµου ορίζεται ως το ευθύγραµµο τµήµα που έχει τα άκρα του στις 
ευθείες των απέναντι πλευρών του και είναι κάθετο σε αυτές. ∆ηλαδή, οι κρίσιµες ιδιότητες στην 
περίπτωση του µαθηµατικού ορισµού του ύψους παραλληλογράµµου είναι δύο: (α) η γραµµή 
πρέπει να είναι ευθύγραµµο τµήµα και (β) το ευθύγραµµο τµήµα πρέπει να είναι κάθετο στις 
απέναντι πλευρές. Η θέση του ύψους σε σχέση µε το παραλληλόγραµµο και η διεύθυνση του στο 
χώρο δεν αποτελούν κρίσιµες ιδιότητες του ύψους. 
Ως αποτέλεσµα των τυπικών και των άτυπων εµπειριών που έχουν οι µαθητές, αναπτύσσουν 

δικές τους αντιλήψεις σχετικά µε τον ορισµό των σχηµάτων. Η αντίληψη που έχουν οι µαθητές για 
το µαθηµατικό ορισµό είναι αυτός που εκφράζουν, όταν τους ζητείται να ορίσουν µια µαθηµατική 
έννοια. Η αντίληψη των µαθητών µπορεί να ταυτίζεται µε το µαθηµατικό ορισµό ή όχι. Συνήθως 
οι µαθητές δυσκολεύονται να διακρίνουν τις κρίσιµες από τις µη κρίσιµες ιδιότητες, όταν 
προσπαθούν να ορίσουν µια έννοια (Contreras, 2003). Για παράδειγµα, συχνά οι µαθητές θεωρούν 
ότι το ύψος του παραλληλογράµµου πρέπει να βρίσκεται πάντα στο εσωτερικό του. Επιπλέον, οι 
µαθητές µπορεί να ενεργοποιήσουν ένα υποσύνολο των νοερών εικόνων ή χαρακτηριστικών που 
σχετίζονται µε την έννοια. Αυτό το σύνολο στοιχείων που ενεργοποιούνται συνιστά την 
απεικόνιση ή νοερή αναπαράσταση των µαθητών για τη µαθηµατική έννοια. Είναι δυνατόν οι 
µαθητές να ενεργοποιήσουν διαφορετικά σύνολα νοερών χαρακτηριστικών κάτω από 
διαφορετικές συνθήκες. Και πάλι, οι ενεργοποιηµένες νοερές αναπαραστάσεις των µαθητών για 
µια µαθηµατική έννοια µπορεί να µην συµπίπτουν µε την αντίληψη τους για το µαθηµατικό 
ορισµό ή µε το µαθηµατικό ορισµό της έννοιας (Contreras, 2003). 
Μια από τις προκλήσεις της διδασκαλίας είναι να επιτευχθεί ταύτιση του µαθηµατικού ορισµού, 

της αντίληψης του µαθητή για το µαθηµατικό ορισµό και της νοερής αναπαράστασης του µαθητή 
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για την έννοια, ώστε να αποτελέσουν µια ενιαία γνωστική οντότητα. Oι Herskowitz, Ben-Chaim, 
Hoyles, Lappan, Mitchelmore, και Vinner (1990), µε έρευνες τους αναφορικά µε τις γνωστικές 
πτυχές της οικοδόµησης εννοιών, υποστηρίζουν ότι ο παραδοσιακός τρόπος διδασκαλίας της 
γεωµετρίας ασκεί περιορισµένη επίδραση στη σωστή οικοδόµηση της γνωστικής ενότητας. Ως εκ 
τούτου, ορισµένες παρανοήσεις στη σκέψη των µαθητών παραµένουν ή και εντείνονται. Στις 
παρανοήσεις αυτές συµβάλλουν σε πολύ µεγάλο βαθµό και οι πρωτοτυπικές έννοιες των µαθητών, 
που αναπτύσσονται κατά τη διδασκαλία της στατικής γεωµετρίας (Herskowitz et al., 1990). Οι 
πρωτοτυπικές εικόνες που οικοδοµούν οι µαθητές συχνά περιλαµβάνουν µόνο τα πολύ ισχυρά 
οπτικά γνωρίσµατα της έννοιας και εποµένως περιέχουν µόνο ένα υποσύνολο των κρίσιµων 
ιδιοτήτων, συµπεριλαµβανοµένου και αρκετών µη-κρίσιµων. Για παράδειγµα, η κατακόρυφη 
τοποθέτηση ενός τετραγώνου και η τοποθέτηση της µεγάλης βάσης του τραπεζίου χαµηλά και της 
µικρής ψηλά είναι ορισµένα πρωτοτυπικά παραδείγµατα µαθηµατικών εννοιών που συχνά 
αναπτύσσουν οι µαθητές. Είναι γεγονός ότι σε πολλές περιπτώσεις τα πρωτοτυπικά παραδείγµατα 
παραµένουν, εξ ολοκλήρου ή εν µέρει, και εκδηλώνονται σε κάποιο βαθµό ακόµη και µετά τη 
διδασκαλία (Contreras, 2003). Η δυνατότητα που έχει η ∆Γ να παρέχει πολλαπλές 
αναπαραστάσεις των διαφόρων µαθηµατικών εννοιών µπορεί να συµβάλει στο να ξεπεραστούν οι 
παρανοήσεις που προκύπτουν από την περιορισµένη οπτική απεικόνισή τους κατά τη διδασκαλία 
της γεωµετρίας µε στατικό τρόπο. 
Στα µαθηµατικά, ο όρος «δυναµικός/ή» σχετίζεται µε την κίνηση και την αλλαγή. Τα σχήµατα 

στη ∆Γ, όπως προαναφέρθηκε, µπορούν να µετακινηθούν και να µετασχηµατιστούν µε µεγάλη 
ευκολία, διατηρώντας πάντοτε τις κρίσιµες ιδιότητες τους, δίνοντας στους µαθητές τη δυνατότητα 
να τις δουν και να τις αντιληφθούν σε άπειρες εφαρµογές και να τις διακρίνουν από τις µη-
κρίσιµες ιδιότητες. Με τα λογισµικά ∆Γ δίνεται η δυνατότητα για επίτευξη της γνωστικής 
ενότητας της έννοιας, µε αποτέλεσµα να µην δηµιουργούνται γνωστικά εµπόδια από τη 
σύγκρουση µεταξύ του µαθηµατικού ορισµού, της αντίληψης για το µαθηµατικό ορισµό και των 
νοερών αναπαραστάσεων των µαθητών για την έννοια. Με τον τρόπο αυτό ελαχιστοποιείται η 
πιθανότητα δηµιουργίας παρανοήσεων των µαθητών. 
 
Κατασκευή Προβλήµατος στη ∆υναµική Γεωµετρία 
Η κατασκευή προβλήµατος, καθώς και η κατασκευή και διερεύνηση υποθέσεων, αποτελούν 

σηµαντικές µαθηµατικές δραστηριότητες (English, 1997). Τα λογισµικά ∆Γ παρέχουν ευκαιρίες 
για την κατασκευή προβληµάτων που οδηγούν τους µαθητές στην αναζήτηση εξηγήσεων (Hadas 
et al., 2000). Η κατασκευή προβλήµατος µπορεί να γίνει αφού χρησιµοποιηθούν η διαδικασία 
εξειδίκευσης και η διαδικασία ανάλογων περιπτώσεων. Ο Silver (1994) αναφέρεται στις έννοιες 
αυτές ως «αναπροσαρµογή του προβλήµατος κατά την επίλυση» και στην «παραγωγή νέων 
προβληµάτων και ερωτηµάτων για εξερεύνηση µιας δεδοµένης κατάστασης (English, 1997). Ενώ 
δίνεται µεγάλη σηµασία στις διαδικασίες επίλυσης προβλήµατος, όπως είναι ο προσδιορισµός των 
βασικών στοιχείων του προβλήµατος και η µεταξύ τους σχέση, η κατασκευή προβλήµατος οδηγεί 
τους µαθητές πέρα από τις παραµέτρους της διαδικασίας της λύσης. Για παράδειγµα, οι µαθητές 
µπορούν να εµπλακούν στην αναζήτηση των πρωταρχικών ιδεών στη λύση του προβλήµατος ή 
στην εξέταση προβληµάτων που προκύπτουν από την τροποποίηση ή την επέκταση των στοιχείων 
του προβλήµατος (English, 1997). 
 
Εµβαδόν και Ανακατασκευή Σχηµάτων 
Ο κατατεµαχισµός και η ανακατασκευή ενός σχήµατος χρησιµοποιούνται συχνά για να λύσουν 

και να δικαιολογήσουν χειριστικά ένα πρόβληµα στη γεωµετρία, ιδιαίτερα κατά τη διδασκαλία της 
γεωµετρίας στη δηµοτική εκπαίδευση. Αυτοί οι µετασχηµατισµοί είναι καθαρά οπτικοί και 
µπορούν να γίνουν εύκολα µε αλλαγή της θέσης από την οποία παρατηρούνται ή µε τη µεταφορά 
τµηµάτων του σχήµατος, όπως γίνεται στα παζλ. Στην περίπτωση της έννοιας του εµβαδού, η 
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ανακατασκευή σχηµάτων συµβάλλει στην κατανόηση της έννοιας της διατήρησης του εµβαδού, η 
οποία αποτελεί απαραίτητη προϋπάρχουσα γνώση για τη µέτρηση εµβαδού (Kordaki, 2003). Γι’ 
αυτό και προτείνεται από πολλούς η χρήση χαρτιού και ψαλιδιού, ώστε οι µαθητές βασιζόµενοι 
στις αισθήσεις τους, να κόψουν ένα σχήµα και να το ενώσουν διαφορετικά δηµιουργώντας ένα 
νέο και ταυτόχρονα ισεµβαδικό σχήµα (Kordaki, 2003). Για να θεµελιώσουν αυτή την έννοια οι 
µαθητές, χρειάζονται πληθώρα διαφορετικών αναπαραστάσεων των σχηµάτων, πράγµα που είναι 
ανέφικτο να γίνει µε τα εργαλεία που χρησιµοποιούνται συνήθως στα σχολεία. Επιπλέον, οι 
δυσκολίες των µαθητών στη µέτρηση του εµβαδού αποδίδονται, εν µέρει, στην ανικανότητα να 
καλυφθεί το κενό µεταξύ της συµβατικής προσέγγισης του εµβαδού (χρήση µαθηµατικών τύπων) 
και της ποιοτικής προσέγγισης χειρισµού των εµβαδών χωρίς τη χρήση αριθµών (Kordaki, 2003). 
Οι πιο πάνω δυσκολίες µπορούν να ξεπεραστούν στα πλαίσια ενός περιβάλλοντος ∆Γ, το οποίο 

θα δίνει στους µαθητές τη δυνατότητα να σύρουν, να κόψουν και να κολλήσουν σχήµατα, 
δηµιουργώντας σε ελάχιστο χρόνο άπειρες αναπαραστάσεις του ίδιου σχήµατος, διατηρώντας 
σταθερό το εµβαδόν. Το NCTM (2000), αναγνωρίζοντας την ανάγκη για οπτική απεικόνιση και 
χρήση γεωµετρικών µοντέλων στην επίλυση προβληµάτων ειδικά στη γεωµετρία, προτείνει τη 
χρήση δυναµικών λογισµικών για την κατασκευή αναπαραστάσεων. Το Euclidraw είναι το 
µοναδικό λογισµικό ∆Γ που προσφέρει τη δυνατότητα για τεµαχισµό και ανασύνθεση των 
σχηµάτων και για αυτό το λόγο χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα πρόταση διδασκαλίας. 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ 
Όπως έχει αναφερθεί, σκοπός µας είναι να παρουσιάσουµε πώς µπορεί να διδαχθεί 

αποτελεσµατικά η έννοια του εµβαδού µε ανακατασκευή σε περιβάλλον ∆Γ. Η εργασία αυτή 
αποτελεί ένα ακόµη παράδειγµα των δυνατοτήτων που προσφέρουν τα λογισµικά ∆Γ στην 
αποτελεσµατικότερη διδασκαλία της γεωµετρίας. Για την υλοποίηση του σκοπού επιλέγηκαν 
τέσσερις ενότητες από τη διδασκαλία του εµβαδού στη Στ΄ τάξη του ∆ηµοτικού Σχολείου - του 
τριγώνου, του παραλληλογράµµου, του τραπεζίου και του κύκλου. Οι ενότητες και οι 
δραστηριότητες παρουσιάζονται µε τη σειρά διδασκαλίας η οποία κρίνεται ως η πιο κατάλληλη να 
ακολουθηθεί για τη σωστή οικοδόµηση των εννοιών. Ο ρόλος του εκπαιδευτικού στο 
προτεινόµενο σχέδιο διδασκαλίας είναι αυτός του συνεργάτη και καθοδηγητή, εφόσον δίνεται 
έµφαση στις ευκαιρίες αυτόνοµης µάθησης και ανακάλυψης που παρέχει το Euclidraw. 
 
∆ραστηριότητες ∆ιδασκαλίας Εµβαδού Τριγώνου 
∆ραστηριότητα 1: ∆ίνεται στους µαθητές ένα προκατασκευασµένο σχήµα (Σχ. 1) σε αρχείο του 

EucliDraw. Με το εργαλείο διαχωρισµού πολύγωνου του λογισµικού, αποκόπτουν τα κίτρινα 
τρίγωνα από το ορθογώνιο στο οποίο ανήκουν. Έπειτα, καλούνται να φτιάξουν το κόκκινο 
τρίγωνο µε τα δύο κίτρινα τρίγωνα. Αναµένεται να περιστρέψουν, σύρουν και τοποθετήσουν τα 
κίτρινα τρίγωνα πάνω στο κόκκινο. Στόχος της δραστηριότητας είναι οι µαθητές να 
παρατηρήσουν ότι το εµβαδόν του κόκκινου τριγώνου ισούται µε το µισό αυτού του ορθογωνίου.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1: Σχέση εµβαδού ορθογωνίου παραλληλογράµµου και τριγώνου 
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∆ραστηριότητα 2: ∆ίνονται στους µαθητές ορθογώνια, µέσα στα οποία υπάρχουν εγγεγραµµένα 
τρίγωνα (Σχ. 2). Σ’ όλες τις περιπτώσεις - παρόλο που τα τρίγωνα, τα ορθογώνια και η θέση τους 
στο χώρο είναι διαφορετικά - η µια πλευρά του τριγώνου ταυτίζεται µε µια πλευρά του 
ορθογωνίου και η απέναντι κορυφή της βρίσκεται στην απέναντι πλευρά του ορθογωνίου. Οι 
µαθητές, αφού κάνουν τις υποθέσεις τους, ελέγχουν αν η παρατήρηση της προηγούµενης εργασίας 
ισχύει και σ’ αυτές τις περιπτώσεις, µετρώντας το εµβαδόν των ορθογωνίων και των τριγώνων µε 
την εντολή «Μέτρηση εµβαδού» του λογισµικού. Με τη δραστηριότητα αυτή οι µαθητές 
καταλήγουν στη µαθηµατική σχέση του εµβαδού τριγώνου µε τη βάση και το ύψος του.  

  
 
 
 
 
 

Σχήµα 2: Εµβαδόν τριγώνου – ορθογωνίου: ∆ιάφορες περιπτώσεις 
 
∆ραστηριότητα 3: Στόχος της δραστηριότητας αυτής είναι να αντιληφθούν οι µαθητές τις 

κρίσιµες ιδιότητες του εµβαδού τριγώνου. Σε προκατασκευασµένο σχήµα (Σχ. 3), το σηµείο Ε (µε 
τη βοήθεια κινητήρα) κινείται κατά µήκος της πλευράς Α∆. Έτσι, οι µαθητές αντιλαµβάνονται ότι 
το εµβαδόν παραµένει σταθερό, εφόσον οι κρίσιµες ιδιότητες του παραµένουν αναλλοίωτες. 
Σύµφωνα µε την Kordaki (2003), πολλές δυσκολίες των µαθητών στη µέτρηση εµβαδού 
οφείλονται στον «τεµαχισµένο» τρόπο που διδάσκεται το εµβαδόν, αποµονώνοντας το από τη 
δυναµική του σχέση µε την περίµετρο. Μέσα από τη δραστηριότητα αυτή οι µαθητές µπορούν να 
αντιληφθούν ότι η περίµετρος του τριγώνου ΒΕΓ δεν µεταβάλλει το εµβαδόν του, εφόσον δεν 
αποτελεί κρίσιµη ιδιότητα του. 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3: Εµβαδόν τριγώνου – ορθογωνίου: Γενίκευση 
 
∆ραστηριότητα 4: Γίνεται διερεύνηση σχετικά µε τα ακόλουθα ερωτήµατα: α) Πόσα ύψη έχει 

ένα τρίγωνο; β) Περνούν όλα από το ίδιο σηµείο; γ) Ποιες θέσεις µπορεί να πάρει το ύψος σε 
σχέση µε το τρίγωνο; δ) Σε ποια περίπτωση το ύψος ενός τριγώνου µπορεί να συµπέσει µε µια 
πλευρά του; Με την πιο πάνω δραστηριότητά οι µαθητές κάνουν υποθέσεις σχετικές µε τα 
ερωτήµατα και ελέγχουν τις υποθέσεις τους µε δυναµικό τρόπο, σύροντας τις κορυφές των 
τριγώνων σε διάφορες θέσεις και παρατηρώντας τον τρόπο που διαφοροποιείται το ύψος ή τα ύψη 
του.  
∆ραστηριότητα 5: Οι µαθητές διερευνούν τον τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται το εµβαδόν του 

τριγώνου όταν µεταβάλλεται το ύψος ή/και η βάση του. Προσπαθούν µε κατασκευή προβλήµατος 
(κατασκευάζουν δικές τους υποθέσεις και τις επαληθεύουν) να επιλύσουν προβλήµατα της 
µορφής : «Βρες τρία διαφορετικά τρίγωνα που να έχουν διαφορετική βάση και ύψος, αλλά να 
έχουν εµβαδόν δώδεκα τετραγωνικές µονάδες». Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούν 
προκατασκευασµένο αρχείο (Σχήµα 4) στο οποίο µπορούν να µεταβάλλουν το ύψος ή/ και τη 
βάση του τριγώνου µε τη βοήθεια µετρητή ή και κινητήρα. 
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Σχήµα 4: Σχέση εµβαδού τριγώνου µε τη βάση και το ύψος του  
 
∆ραστηριότητα 6: Στη δραστηριότητα αυτή οι µαθητές έχουν την ευκαιρία να εφαρµόσουν τις 

γνώσεις που έχουν αποκτήσει σε ένα εξειδικευµένο πρόβληµα. ∆ίνεται το ερώτηµα προς 
διερεύνηση: Στο πιο κάτω σχήµα (Σχ. 5) το σηµείο Μ είναι το µέσο της ΒΓ. Ποιο τρίγωνο έχει το 
µεγαλύτερο εµβαδόν, το ΑΒΜ ή το ΑΜΓ; Αναµένεται να υποθέσουν ότι τα δύο τρίγωνα είναι 
ισεµβαδικά, γιατί έχουν κοινό ύψος και ίσες βάσεις. Ελέγχουν τις υποθέσεις τους από το µενού 
µετρήσεων του προγράµµατος. Ακολούθως, σύρουν σε διάφορες θέσεις το σηµείο Α και ελέγχουν 
κατά πόσον το συµπέρασµα στο οποίο κατέληξαν ισχύει για όλες τις περιπτώσεις τριγώνων.  
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 5: Ισεµβαδικά τρίγωνα 
 
∆ραστηριότητες ∆ιδασκαλίας Εµβαδού Παραλληλογράµµου 
∆ραστηριότητα 1: Ζητείται από τους µαθητές να βρουν τρόπο να ανακατασκευάσουν το 

παραλληλόγραµµο σε ένα σχήµα που να µπορούν να υπολογίσουν το εµβαδόν του. Αναµένεται να 
χρησιµοποιήσουν το εργαλείο αποκοπής πολυγώνου του προγράµµατος, για να κόψουν το 
παραλληλόγραµµο σε δύο κοµµάτια και αφού χρησιµοποιήσουν τα κοµµάτια αυτά, να 
κατασκευάσουν ορθογώνιο (Σχήµα 6). Μετρούν το εµβαδόν του αρχικού παραλληλογράµµου (στο 
πρόγραµµα παραµένει και το αρχικό σχήµα) και του ορθογωνίου που κατασκεύασαν και 
επιβεβαιώνουν ότι είναι ισεµβαδικά. Στη συνέχεια, αλλάζουν τις διαστάσεις του αρχικού τους 
παραλληλογράµµου σύροντας το από µια κορυφή. Αναµένεται να παρατηρήσουν ότι τα δύο 
σχήµατα παραµένουν ισεµβαδικά. Αφού φέρουν και µετρήσουν το ύψος του παραλληλογράµµου 
µε τα κατάλληλα εργαλεία του προγράµµατος, συγκρίνουν το ύψος και τη βάση του 
παραλληλογράµµου µε τις πλευρές του ορθογωνίου. Αναµένεται να παρατηρήσουν, τόσο οπτικά 
όσο και αριθµητικά, ότι το ύψος του παραλληλογράµµου ισούται µε τη µια πλευρά του 
ορθογωνίου και η βάση του µε την άλλη πλευρά του ορθογωνίου και να καταλήξουν στη 
µαθηµατική σχέση υπολογισµού εµβαδού παραλληλογράµµου. Παρόµοιες δραστηριότητες 
προτείνεται να γίνονται µε χαρτί και ψαλίδι, µε τα οποία οι µαθητές κόβουν το αρχικό χάρτινο 
παραλληλόγραµµο και το µετασχηµατίζουν σε ορθογώνιο (Duval, 2002). Το πλεονέκτηµα της 
εκτέλεσης της δραστηριότητας σε περιβάλλον ∆Γ, είναι η δυνατότητα που έχουν οι µαθητές να 
παρατηρούν ταυτόχρονα και την αρχική και την τελική µορφή του σχήµατος. Ένα ακόµη 
πλεονέκτηµα είναι το ότι παρέχεται στους µαθητές η δυνατότητα να παρατηρούν τη σχέση της 
ποιοτικής και της ποσοτικής προσέγγισης της έννοιας (µέσω των µετρήσεων που είναι εµφανής 
ακόµη και όταν αλλάζει το µέγεθος ή η θέση ενός σχήµατος), που είναι ανέφικτο στη στατική 
γεωµετρία και κατά την Kordaki (2003) προκαλεί δυσκολίες στους µαθητές.  
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Σχήµα 6: Σχέση εµβαδού ορθογωνίου παραλληλογράµµου και παραλληλογράµµου 
 
∆ραστηριότητα 2: Οι µαθητές χρησιµοποιούν προκατασκευασµένο αρχείο (Σχ. 7). Στο σηµείο Ζ 

υπάρχει κινητήρας ώστε η πλευρά ΖΕ να κινείται κατά µήκος της πλευράς Α∆. Οι µαθητές 
βλέπουν ότι το εµβαδόν του παραλληλογράµµου και του ορθογωνίου παραµένουν πάντα ίσα 
άσχετα από τη µορφή του παραλληλογράµµου, εφόσον έχουν την ίδια βάση και το ίδιο ύψος.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 7: Σχέση εµβαδού ορθογωνίου και παραλληλογράµµου: Γενίκευση 
 
∆ραστηριότητα 3: Οι µαθητές χρησιµοποιούν προκατασκευασµένα σχήµατα (Σχ. 8) µε µετρητή 

και µεταβάλλουν µόνο το ύψος ή µόνο τη βάση του παραλληλογράµµου, παρατηρώντας το σχήµα. 
Αναµένεται να παρατηρήσουν ότι µεταβάλλεται και το εµβαδόν. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 8: Σχέση εµβαδού παραλληλογράµµου µε τη βάση και το ύψος του 

 
∆ραστηριότητες ∆ιδασκαλίας Εµβαδού Τραπεζίου 
∆ραστηριότητα 1: ∆ίνεται το ακόλουθο πρόβληµα για διερεύνηση: «Μπορείτε να σκεφτείτε 

ένα τρόπο να υπολογίσετε το εµβαδόν του τραπεζίου µετασχηµατίζοντας το σε ένα ή περισσότερα 
γνωστά σχήµατα;» Μια από τις λύσεις που µπορούν να δώσουν οι µαθητές φαίνεται στο Σχήµα 9. 
Στην περίπτωση αυτή τοποθετούν σηµείο στο µέσο των δύο µη παράλληλων πλευρών του 
τραπεζίου µε το «Εργαλείο σηµείων/Μέσον». Στη συνέχεια, περιστρέφουν το ένα από τα δύο 
µικρά τραπέζια κατά 1800 και ενώνουν τα δύο σχήµατα ώστε να προκύψει παραλληλόγραµµο 
(εργαλείο «Ένωση πολυγώνων»). Μετρούν το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που 
κατασκεύασαν και το συγκρίνουν µε αυτό του αρχικού τραπεζίου. Αλλάζουν τις διαστάσεις του 
αρχικού τραπεζίου σύροντάς το από µια κορυφή και παρατηρούν ότι ταυτόχρονα µεταβάλλεται 
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και το παραλληλόγραµµο, ώστε τα δύο σχήµατα να παραµένουν ισεµβαδικά. Οι µαθητές 
καθοδηγούνται να καταλήξουν στη µαθηµατική σχέση υπολογισµού εµβαδού τραπεζίου.  

 
 
 
 
 
 

Σχήµα 9: Ανακατασκευή τραπεζίου σε παραλληλόγραµµο 
 
∆ραστηριότητα 2: Οι µαθητές µελετούν τις περιπτώσεις του ισοσκελούς και του ορθογώνιου 

τραπεζίου. Κατασκευάζεται έτσι πρόβληµα µέσω εξειδίκευσης του προηγούµενου προβλήµατος. 
Βρίσκουν τρόπους να µετασχηµατίσουν τα τραπέζια σε άλλα γνωστά σχήµατα που µπορούν να 
υπολογίσουν το εµβαδόν τους (Σχήµα 10). Για να καταστεί δυνατή η κατασκευή ορθογωνίου 
πρέπει να γίνει ανάκλαση του ενός από τα δύο ορθογώνια τρίγωνα, (µε σχετικό εργαλείο του 
προγράµµατος) µε άξονα ανάκλασης την υποτείνουσα του.  
 
 
 
 
 

Σχήµα 10: Ανακατασκευή ισοσκελούς τραπεζίου σε ορθογώνιο 
 

Στην περίπτωση του ορθογώνιου τραπεζίου αναµένεται να το διαχωρίσουν σε ένα ορθογώνιο 
παραλληλόγραµµο και ένα ορθογώνιο τρίγωνο και να παρατηρήσουν ότι η βάση του ορθογωνίου 
τριγώνου ισούται µε τη διαφορά των δύο βάσεων του τραπεζίου. Έτσι, υπολογίζουν το εµβαδόν 
του τριγώνου και κατ’ επέκταση το εµβαδόν του αρχικού τραπεζίου.  
 
∆ραστηριότητες ∆ιδασκαλίας Εµβαδού Κύκλου 
∆ραστηριότητα 1: Οι µαθητές κατασκευάζουν ένα κύκλο και τον διαιρούν σε κυκλικούς τοµείς. 

Αυτό µπορεί να γίνει µε το εργαλείο «διαίρεση σε τοµείς» που βρίσκεται στο εικονίδιο του 
κύκλου (Σχ. 11). Στη συνέχεια χρησιµοποιούν τους τοµείς για να κατασκευάσουν ένα 
παραλληλόγραµµο (Σχ. 11). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 11: Εµβαδόν κύκλου – ∆ιαίρεση σε τοµείς 
 
∆ραστηριότητα 2: Επανάληψη της ίδιας δραστηριότητας µε διαίρεση σε περισσότερους τοµείς 
(π.χ. 20). Οι µαθητές συγκρίνουν τα αποτελέσµατα τους µε την προηγούµενη δραστηριότητα και 
καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι στη δεύτερη περίπτωση υπολογίζεται µε µεγαλύτερη ακρίβεια το 
εµβαδόν του κύκλου. Οι µαθητές οδηγούνται στο συµπέρασµα ότι η διαίρεση του κύκλου σε όσο 
το δυνατόν µεγαλύτερο αριθµό κυκλικών τοµέων δίνει καλύτερο υπολογισµό του εµβαδού του.  

βάση µεγάλη 

βάση µικρή 

ύψος: 2 

ύψος: 1 

Μισή περιφέρεια

Α
κτίνα 
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∆ραστηριότητα 3: Οι µαθητές διερευνούν την περίπτωση διπλασιασµού της ακτίνας και της 
µεταβολής του εµβαδού. Κατασκευάζουν πρώτα για ακρίβεια την ακτίνα του κύκλου µε µετρητή 
και µε βάση αυτή και µε την εντολή «Κέντρο + ακτίνα», φτιάχνουν τον κύκλο. Μεταβάλλοντας 
την ακτίνα από το µετρητή, παρατηρούν ότι µεταβάλλεται και το εµβαδόν του κύκλου (Σχ. 12). Οι 
µαθητές αναµένεται µε τη χρήση πολλαπλών παραδειγµάτων να καταλήξουν στο συµπέρασµα ότι 
όταν η ακτίνα διπλασιάζεται, το εµβαδόν τετραπλασιάζεται κ.ο.κ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 12: Εµβαδόν κύκλου – Σχέση ακτίνας και εµβαδού 
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